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Kissen
Einleitung

Wir wollen die Frage stellen, wieviel Volumen in ein quadratisches Kissen gesteckt werden kann.

Ein Kissen aus Stoff oder Gummi ist fast überall gewölbt (nicht euklidisch, d.h. sphärisch oder hyperbolisch).

Das Kissen aus Papier hingegen ist nicht dehnbar und muss lokal längentreu (d.h. euklidisch) bleiben.

Es ist bemerkenswert, dass aus zwei quadratischen Papieren stückweise flache Kissen (Polyeder) gefaltet werden können. Im allgemeinen sind die Abwicklungen von Polyedern keineswegs einfache Quadrate.

Ich habe sechs Arten von Polyederkissen untersucht. Ausgehend von diesen Arten kann man sehr viele andere Polyederkissen bauen, weil jede konvexe Spitze abgeschnitten und nach innen gespiegelt werden kann. Solche Variationen sind aber bezüglich Volumen immer unterlegen.

Kissen vom Typ I
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Die einzelnen Kissen dieser Familie können mit dem Parameter t charakterisiert werden, der den Abstand des vierkantigen Knickpunktes vom Rand des Ausgangsquadrates (mit Seitenlänge 1) misst.

t kann zwischen 0 und 0.5 varieren. Nicht ganz in der Mitte, bei 0.273, wird das Volumen maximal. Es beträgt 0.1454. Das gezeigte Kissen ist dieses volumenoptimale.

Das  Volumens hängt wie folgt vom Parameter t ab (siehe Anhang)




Hier die dazugehörige Kurve




Die oberflächengleiche Kugel hat das Volumen 0.266 und der oberflächengleiche Würfel das Volumen 0.192.

Wenn man diese Kissen zu Röhren mit rautenförmigem Querschnitt zusammenlegt und dann mit den Röhren den Raum füllt, ergibt sich ein Füllgrad von rund 63.6%.

Die Rautenwinkel betragen spitz=66.2°, stumpf=113.8°. Der "Kehlwinkel" ist gleich gross wie der stumpfe Rautenwinkel!

Wir zeigen aus der gleichen Kissenfamilie zwei nicht optimale Kissen, die zu den t-Werten 0.136 und 0.410 gehören und ein kleineres Volumen von 0.1071 bzw. 0.1063 haben
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Variante zum Kissen vom Typ I

Wenn von einem Rechteck mit der Fläche 1 und dem Formparameter w ausgegangen wird (Seitenverhältnis  1/w : w), ergibt sich folgende Formel für das Volumen (siehe Anhang)




Hier die dazugehörige Kurve




Das optimale Volumen wird hier bei w=0.9306 und t=0.269 erreicht und ist nur unwesentlich grösser als beim Quadrat: 0.1462 statt 0.1454.

Die Seite muss parallel zum Rist länger sein (107.5%).

Es gibt eine interessante Verbindung zum Tetraeder.

Wenn man von der Variante des Kissens vom Typ I ausgeht, die ein optimales Doppelrechteck (und nicht Doppelquadrat) mit Fläche 2 als Abwicklung hat, und das Kissen in der quadratischen​ Taille um 90° verdreht, erhält man ein reguläres Tetraeder! Es hat deshalb auch genau des Volumen des oberflächengleichen Tetraeders 0.1462.  (Hinweis von W.Bürger, Karlsruhe)

Hier die Illustration dazu.
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Kissen vom Typ II
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Die einzelnen Kissen dieser Familie können mit zwei Parametern t und s charakterisiert werden, von denen s den Abstand des vierkantigen Knickpunktes vom Rand des Ausgangsquadrates (mit Seitenlänge 1) misst und t den Abstand des Schnittpunktes des Eckfalzes mit der Mittenlinie des Quadrates vom Rand des Ausgangsquadrates.

t kann wieder zwischen 0 und 0.5 varieren und s dann jeweils zwischen 0 und t.

Das  Volumens hängt wie folgt von den beiden Parametern ab (siehe Anhang)




und wird für t=0.3982 und s=0.1930 maximal, nämlich 0.1641. Es ist grösser als das Volumen von Kissen Typ I (0.1454), aber kleiner als das des oberflächengleichen Würfels (0.192).




Das gezeigte Kissen ist das volumenoptimierte.

Wenn man diese Kissen zu Röhren mit sechseckigem Querschnitt zusammenlegt und dann mit den Röhren den Raum füllt, ergeben sich zwei Füllgrade.
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Art links:




Art rechts:




Also wenig mehr als bei Typ I (63.6%).

Bei t=0.5 wird auch die bisher nicht senkrechte Seite senkrecht und die Eckentetraeder verlieren jegliches Volumen. Sie können an das übrige Volumen angeschmiegt werden und wir haben das vertraute Bild des mit Packpapier eingehüllten Quaders. Weil das Kissen vom Typ II mit t=0.5 ein Quader ist, wird sein Füllgrad 100%.

Mit den Parametern t=0.5 und s=0.25 erhalten wir ein Kissen mit genau quadratischem Querschnitt (Projektion). Es hat das Volumen 0.1250.

Kissen vom Typ III
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Die einzelnen Kissen dieser Familie können mit dem Parameter t charakterisiert werden, der den Abstand des vierkantigen Knickpunktes vom Rand des Ausgangsquadrates (mit Seitenlänge 1) misst.

t kann nur zwischen 0 und 0.433 varieren. Bei diesem Grenzwert schliesst sich die einspringende Konkavität (der nach innen ragende Falz hat kein Volumen mehr). Der Grenzwert berechnet sich aus der Gleichung (siehe Anhang)




Bei t=0.345, wird das Volumen maximal. Es beträgt 0.1473. Also etwas mehr als beim Kissen vom Typ I. Das gezeigte Kissen ist dieses volumenoptimale.

Das Volumen hängt wie folgt vom Parameter t  (0 < t < 0.433) ab (siehe Anhang)

Formel 1:



  

Insbesondere beträgt das Volumen beim Grenzwert t=0.433 genau 1/8.

Wenn t Werte annimmt zwischen 0.433 und 0.500, haben wir immer noch reelle Polyederkissen. Man kann diese Kissen auch noch zum Typ III zählen. Ab t > 0.433 steht der nach innen ragende, leere Falz nicht mehr senkrecht und schmiegt sich bei t = 0.500 an eine Seite der pyramidenförmigen Kissenhälfte an, die ab t=0.433 ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlänge 1 als Grundriss hat.

Das Volumen muss dann für t zwischen 0.433 und 0.500 anders berechnet werden  (siehe Anhang)

Formel 2:



Insbesondere ist



.

Formel 1 und 2 haben für t=0.433 den gleichen Wert, nämlich 1/8.

Die beiden Formeln für das Kissen vom Typ III ergeben folgende Kurve




Das Regelflächenkissen
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Die Polyederkissen vom Typ I und II können als Spezialfälle eines allgemeineren Typs aufgefasst werden, bei dem 2n einspringende Knicks vorhanden sind. Typ I hat 2 und Typ II 4 solche Knicks.

Diese Polyederkissen mit 2 Symmetrien existieren alle. Die zusätzlichen Knicks können alle dazu verwendet werden das Volumen zu vergrössern.

Bei beliebig viele Knicks kommt man zum Regelflächenkissen. Es hat weiterhin definitionsgemäss ein Quadrat als Abwicklung. Das Kissen wird durch 3 Regelflächen begrenzt. Es ist längentreu kartografierbar.

Wenn man ein Quadrat mit seinen 2 Diagonalen vierteilt, so führen jene Kurven in einem solchen Viertel zu einem reellen Kissen, die in einer Ecke starten und in der andern enden und deren Richtung nie die Richtung der Diagonalen überschreiten.

Welches ist die Kurve, die zum grössten Volumen führt?

Die einfachste Kurve, die im genannten Viertel liegt und in den Ecken endet, ist der Kreisbogen, dessen Kreiszentrum in der Mitte eines Nachbarquadrates liegt.
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Die Kurve startet mit 45° in der Ecke des abgewickelten Quadrates, was zur Folge hat, dass die Tangente der entsprechenden Raumkurve an diesem Punkte senkrecht steht (bei waagrecht liegendem Kissen) und dass die Hauptregelfläche des Kissens nirgends eine Falte hat.

Das Volumen wird nicht mit einer geschlossenen Formel berechnet sondern numerisch angenähert (siehe Anhang).

Das Volumen des 'Kreiskissens' beträgt 0.1726. Es übertrifft erwartungsgemäss das optimale Volumen der Polyederkissen vom Typ II, das 0.164 beträgt.

Wir können das 'Kreiskissen' wie folgt verallgemeinern. Ausgehend vom Kreisbogen bilden wir gewichtete Mittel mit dem Rand des Quadratviertels




Für diese kontinuierliche Familie von Kurven in der Abwicklung ergibt sich ein Volumen, das für =-1 und +1 verschwindet. Dazwischen wird das Volumen optimal bei =0.056 und nicht bei =0!  Es beträgt dann 0.1730.   Die folgende Kurve zeigt die Abhängigkeit des Volumens vom Parameter 



Das 'Kreiskissen' ist also nicht ganz optimal. Mit seinem Volumen von 0.1726 ist es dem optimalen Mittelkissen mit dem Volumen 0.1730, das in unserer Illustration gezeigt wird, nur unwesentlich unterlegen.

Mit einem kubischen Ansatz für die abgewickelte Knickkurve kann man das Volumen 0.1730 überbieten! Die anfängliche Steigung von 45° und eine Steigung null in der Mitte legen die kubische Kurve bis auf die Amplitude fest. Diese Amplitude habe ich so festgelegt, dass das Volumen des Kissens maximal ausfällt. Es erreicht 0.1741 und die entsprechende Amplitude ist 0.2218.

Ausgehend von Profilen, die Ellipsenform haben, konnte das Volumen noch einmal verbessert werden. Im Gegensatz zu den Kurven in der Abwicklung, muss die Profilkurve genau die Länge 2 haben. Dadurch kann die zweite Halbachse der Ellipse berechnet werden, wenn die erste frei gewählt wird. Ich habe die Potenzreihe bis zur 8. Potenz verwendet für die Ellipsenumfangformel. Die frei gewählte Halbachse habe ich in der Folge so festgelegt, dass das Kissenvolumen maximal wird. Es erreicht 0.1745 und die entsprechende Halbachse ist 0.2225.

Diesmal muss die Abwicklung y aus der Projektion Y berechnet werden:




Das Kissen mit Ellipsenprofil ist nicht ganz optimal für das Volumen! Wenn man alle 41 Punkte eines Polygons in der Abwicklung für das Volumen optimiert, kann man das Volumen etwas vergrössern. Die Optimierung ist recht heikel, weil der Radikand in der Gleichung für Yi+1 leicht negativ werden kann. Dies geschieht genau dann, wenn die Kurve in der Abwicklung Orte mit einer Steigung grösser als eins hat. Der Excel-Solver geht mit Constraints nicht besonders geschickt um. Ich setzte deshalb den Arcustanges ein, um 

 zu erzwingen. Jetzt konvergierte das Verfahren zuverlässig. In der Projektion (siehe Abbildung) ist die Kurve doch deutlich von der Ellipsenkurve unterscheidbar.

Weil die Kissen sehr spitz zulaufen, kommt es darauf an, wie die 41 Punkte verteilt sind. Beim Ellipsenkissen waren die Punkte gemäss Winkelparameter in der Projektion gleichmässig verteilt und nicht gemäss yi in der Abwicklung. Durch Aenderung dieser Verteilung (mit einer Splineinterpolation) vergrössert sich das Ellipsenkissenvolumen von 0.1745 auf 0.1748.

Eine Optimierung eines Polygons mit 81 Punkten konvergierte auch und zeigt, dass man mit 41 Punkten die Volumen etwas überschätzt (um etwa 0.0001).

Wenn man mit den Kissen zunächst durch geeignetes Hintereinanderlegen Röhren mit hexagonalem Profil bildet und dann mit diesen Röhren den Raum füllt, erreicht man einen gewissen Füllgrad. Nur die zweite der folgenden Arten von Röhrenbildung bringt das hexagonale Profil:
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Formel:




Eine Uebersicht über die bisher angetroffenen Regelflächenkissen sieht wie folgt aus. Die Kissen haben alle eine Breite von 1.

	Höhe
	Dicke
	Volumen
	Abwicklung
	Projektion
	Füllgrad

	0.636
	0.636
	0.1471
	-
	Kreis
	53.26%

	0.848
	0.414
	0.1726
	Kreis
	-
	62.01%

	0.836
	0.448
	0.1730
	Mittel
	-
	59.68%

	0.822
	0.444
	0.1741
	kubisch
	-
	61.34%

	0.802
	0.446
	0.1748
	-
	Ellipse
	66.20%

	0.800
	0.434
	0.1749
	Polygon
	-
	64.26%


Ich habe noch das Kissen mit kreisrundem Querschnitt dazugegeben. Es ist durchaus herstellbar, hat aber ein deutlich kleineres Volumen.

Hier die abgewickelten Kurven der diversen Regelflächenkissen




und die projizierten Kurven




Kissen und Gitter

Für unsere Kissen gilt generell, dass die räumliche Knickkurve zwei gleiche Projektionen hat. Daraus ergibt sich, dass es eine dritte Projektion gibt, die hexagonal ausssieht und dass man mit den Kissen in der Ebene dieser hexagonalen Projektion ein Gitter aufbauen kann. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass Zylinder mit dem nicht hexagonalen Profil des Kissens, die sich senkrecht durchdringen, bei Wegnahme des Durchdringungskörpers genau die Gestalt eines Kissens annehmen, dessen Abwicklung aus zwei Quadraten besteht.
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In der Mitte wird der Durchdringungskörper in Vorder-, Seiten- und Draufsicht gezeigt und rechts das Kissen.

Es lassen sich noch folgende Zusammenhänge zwischen den Volumen des Kissens KI, des Durchdringungskörpers DK, des Gitters GI und der Gittereinbettung GE angeben für das Ellipsenkissen (Breite b=1, Höhe h=0.802, Dicke d=0.446):




Anteil der Kissen am Gitter: 

2*Vol(KI)/Vol(GI) = 76.7% 

Anteil der Durchdringungskörper am Gitter: 

Vol(DK)/Vol(GI) = 23.3%

Anteil des Gitter an der Gittereinbettung: 

Vol(GI)/Vol(GE) = 56.8%

(1) entspricht der Tatsache, dass das Gitter dadurch aufgebaut werden kann, dass parallele Stangen mit Kissen verbunden werden.

Beim runden Kissen (Kreisquerschnitt) hat die Stange optimales Volumen, aber auch der DK ist gross. Mit zunehmender Exzentrizität werden beide kleiner. Vol(KI) = Vol(Stange)-Vol(DK) kann dabei ein Optimum durchlaufen.

Kissen, die auf allen vier Seiten einspringen

Bisher wurden die Kissen höchstens an zwei gegenüberliegenden Seiten eingeknickt. Es stellt sich heraus, dass beim Typ I mit zusätzlichem Eindrücken der restlichen zwei Seiten etwas Volumen gewonnen werden kann!

Wenn wiederum das Ausmass des Eindrückens optimiert wird, erhalten wir folgendes Kissen

Kissen vom Typ Ib
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Es hat ein Volumen von 0.1756, also etwas mehr als die 0.1749 des besten bisherigen Regelflächenkissens.

Die einzelnen Kissen dieser Familie können mit dem Parameter t charakterisiert werden, der den Abstand des fünfkantigen Knickpunktes vom Rand des Ausgangsquadrates (mit Seitenlänge 1) misst.

t kann zwischen 0 und 0.5 varieren. Bei 0.219, wird das Volumen maximal. Die Formel für das Volumen lautet







Wie der Typ I zusammen mit Typ II zu einer Familie von Regelflächenkissen gezählt werden kann, in der ein Kissen mit dem Volumen 0.1749 auftrat, interessiert auch für den Typ Ib die entsprechende Verallgemeinerung.

Resultat: 

Das Volumen kann nur erstaunlich wenig von 0.17565 auf 0.17576 verbessert werden. Bei flachliegendem Kissen sind die Zipfel gegenüber dem Polyederkissen Ib vertikal leicht nach innen gewölbt und die Seitenwände der Zipfel leicht nach aussen. Die folgende Kurve zeigt das Ausmass dieser Wölbungen. 




Kissen vom Typ Ic
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Indem beim Kissen Ib die Kanten der 4 Zipfel optimal eingedrückt werden und damit die Seiten der Zipfel nach aussen ausbauchen, kann man etwa 7.6% Volumen gewinnen!  

Dies ist viel mehr als wir durch Umformung der Zipfelseiten zu Regelflächen gewinnen konnten.

Das ergibt ein neues Rekordkissen mit dem Volumen 0.1890, das zugleich eine gefällige Form hat.

Die Zipfel mit den eingedrückten Kanten sind der Kegelpyramide nachempfunden, die man gewinnt, wenn man ein halbes Oktogon zu einem Konus formt und seine 4 Seiten auf ein Quadrat am Boden klebt. Die Kegelpyramide hat eindeutig hypebolische und sphärische Flächenstücke und stresst das Papier (Dehnung), was an der Spannung des Papieres erkennbar ist. Diese Kegelpyramide ist damit nicht zu unserer Kissenkonkurrenz mit dehnungsfreiem Papier zugelassen.

Der Zipfel mit eingedrückten Kanten hingegen besteht stückweise aus lauter flachen (euklidischen) Facetten und ist damit dehnungsfrei.

Wir geben dem Zipfel mit eingedrückten Kanten nur zwei Parameter, die den Ort des Knickpunktes in der schmaleren Zipfelseite charakterisieren. Im Anhang lauten diese beiden Parameter t und s.

Ausgehend von diesem Punkt muss die konkave Faltung in der Abwicklung senkrecht zur Zipfelkante velaufen. Damit ergibt sich zwingend der Knickpunkt in der benachbarten, breiteren Zipfelseite, der gleich weit von der Kante liegt. Es ist bemerkenswert, dass die konkave Faltung im Raume nicht ganz parallel zum Zipfelboden verläuft im gegensatze zur konvexen Faltung auf der anderen Seite des Knickpunktes.

Im Anhang wird gezeigt, wie das Volumen abhängig von t und s berechnet werden kann und wie die Parameter optimiert werden können. Die optimalen Werte für das Rekordvolumen von 0.1890 sind cs=0.219, t=0.413 und s=0.0836.

Wir zeigen noch ein Kissen aus der Familie Typ 1c, das nicht optimal ist. Es hat ein Volumen von nur 0.1690 und die Parameter cs=0.30, t=0.312 und s=0.025.
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Netze zum Selberbauen der 6 Kissen

Kissen I und Kissen II.
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Kissen III und Kissen Regelflach.
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Kissen Ib und Kissen Ic.
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Anhang zu den Kissen

Kissen vom Typ I
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Kissen vom Typ Ivar
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Kissen vom Typ II
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Kissen vom Typ III
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Formel 1
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Kissen vom Typ Regelflach

Bei der Berechnung des Volumens des Kissens sind folgende Formeln nützlich.
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Es seien (xi,yi), i=1..n die n Punkte der Knickkurve in der Abwicklung,wobei der Koordinatenursprung in der Ecke des abgewickelten Quadrates liegen soll. Dann lauten die Koordinaten der räumlichen Kurve




Das i-te Volumenelement ergibt sich wie folgt:




Für das Gesamtvolumen müssen die Volumenelemente für die Hälfte des Kreisboges aufsummiert und dann mit 8 multipliziert werden.

Kissen vom Typ Ib
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Dies ist gleichbedeutend mit




Kissen vom Typ Regelflach von Ib

Der Uebergang von der abgewickelten Kurve (x,y) zur Raumkurve (X,Y,Z) ist komplizierter als im Falle des Regelflachs, wo die beiden einspringenden Seiten nicht benachbart waren.
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(x,y) seien wieder die Koordinaten in der Abwicklung und (X,Y,Z) die räumlichen Koordinaten der Knickkurve.

Das Kurvenstück (dx,dy) der Abwicklung muss soviel aus der Ebene Z=0 um die Achse senkrecht zu X=Y herausgedreht werden, dass dZ=dx wird. Dies erreicht man wie folgt




worin




Dies ist aequivalent zu




worin




Dann gilt




Für die Zipfel wird das i-te Volumenelement diesmal wie folgt berechnet:




worin

a die Distanz zwischen Pi-1 und Pi-1'

b die Distanz zwischen Pi und H

c der Höhenunteschied Zi - Zi-1
d die Distanz zwischen Pi' und Pi-1'

und H der Hilfspunkt

H = Pi'+(Pi-1 - Pi-1')

ist.

P' ist jeweils der Fusspunkt des Polygonpunktes P auf der Winkelhalbierenden in der Projektion (Z=0), dessen Koordinaten (m,m) man einfach durch Mittelwertbildung der beiden Koordinaten (r,s) von P gewinnt.

Die Berechnung des Quaders in der Mitte ist gleich wie bei Typ Ib.

Kissen vom Typ Ic

In der Abwicklung gelten folgende Beziehungen:
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In einem senkrechten Schnitt durch die Pyramide parallel zur breiteren Pyramidenseite sollen folgende Bezeichnungen gelten.
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Bei gegebenem Abweichwinkel a des unteren Teils der schmalen Zipfelseite von der Pyramide ist







Gleiche Gleichungen gelten für die breite Zipfelseite: a' ...  ee'.

Die Raumkoordinaten für P3 werden (xx,s,yy) und diejenigen für P5 (xx',ss,yy').
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Die auf der linken Seite differenzierten Teilvolumina sind mit den Hilfspunkten von der rechten Seite wie folgt zu berechnen:







Tetra(1,2,3,4)=Determinante(P2-P1,P3-P1,P4-P1)/6

Bei vorgegebenen c=0.1985, cs=0.2193 und d=0.5460 aus dem Kissen Ib, wählte ich s und t und liess den Excel-Solver mit  und ' spielen bis die Zipfelhöhen ee und ee' in den beiden Seiten gleich gross ausfielen und gleichzeitig der Abstand zwischen Punkt 3 und 5 genau 2b betrug. 

Ich änderte dann s und t so ab, dass der Volumengewinn am Zipfel durch Eindrücken der Kanten mit ca. 12% maximal ausfiel. Dies war für s=0.0836, t=0.413, a=0.2641 rad und a'=0.2749 rad der Fall und bringt für das gesamte Kissen mit 4 Zipfeln und einem unveränderten Quadermittelstück die schon erwähnten 7.6%.

Ein gleichzeitiges Neuoptimieren des Parameters cs, der dem t im Kissen Ib entspricht, bringt nichts, wie ich mit eine Sondierung mit +0.01 und -0.01 nachprüfte.
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0.20402778735559343

0.34846054459735687

0.19951361322553124

0.3625

0.20814719640625

0.3301238241994113

0.20206185617608055

0.3625

0.20618465706784292

0.3620503103585285

0.20295762437213113

0.375

0.21061078125

0.34496381012654737

0.2055631959837613

0.375

0.20812608800484422

0.3756932583510494

0.20615222103913408

0.3875

0.21281467546875

0.3599632753406856

0.20874757224275273

0.3875

0.20984981398802613

0.38938412895876284

0.20909617164871322

0.4

0.21476415999999998

0.37510773611860015

0.21161007487567168

0.4

0.2113857924140248

0.40311764409043216

0.21178834125186766

0.4125

0.21646451578125

0.39038223911904124

0.21414629011093653

0.4125

0.2127103335736148

0.41688850921454457

0.2142276919659677

0.425

0.21792102375000003

0.4057714176925774

0.21635230728848304

0.425

0.2138526967533619

0.4306914154004543

0.21641328337487792

0.4375

0.21913896484375

0.42125954664361925

0.21822472488971878

0.4375

0.21480886087497605

0.44452104136507636

0.2183442728915055

0.45

0.22012362

0.4368305956945607

0.21976065578241816

0.45

0.21557939445747246

0.45837205552434246

0.22001991608263377

0.4625

0.22088027015625

0.4524682818793229

0.22095773167247112

0.4625

0.21615947844814679

0.4722391180486281

0.22143956695591513

0.475

0.22141419624999997

0.46815612107416976

0.221814106755621

0.475

0.2166064767160999

0.4861168829213585

0.22260267820891383

0.4875

0.22173067921875

0.48387747885752985

0.22232846056356084

0.4875

0.21678927428880201

0.5

0.2235088014401008

0.5

0.221835

0.49961562087772304

0.21694258235840105
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Nicht quadratische Abwicklung

t

w

v

Solver:

0.26864248209434816

0.9306048760660242

0.01827880573545127

0.14623044588361017

t\w

0.02

0.002431385887376443

0.0024335733261426013

0.0024357438977238304

0.0024378949044131576

0.04

0.0047181623541374665

0.004726341182339037

0.004734385668562382

0.004742274224821183

0.06

0.006850139852586953

0.006867280066335594

0.006883967633931439

0.006900129352041455

0.08

0.008818245328106192

0.008846502558771438

0.008873685664782876

0.008899619519693534

0.1

0.010614455552060439

0.010655177981176349

0.010693794212130922

0.010729957409822936

0.12

0.012231738388307689

0.012285460693111937

0.012335518293918768

0.01238130044489852

0.14

0.013664000000000003

0.01373042329995627

0.013790968678654087

0.013844642543235045

0.16

0.014906036003355598

0.014983991884896483

0.01505305608169129

0.015111700246024854

0.18

0.01595348438429674

0.016040879907490396

0.016115399252182118

0.016174785410928105

0.2

0.016802777548171416

0.0168965164980864

0.016972220132162773

0.01702665365104384

0.22

0.017451090051913663

0.017546963285916047

0.01761821636238707

0.01766031252445256

0.24

0.017896277154760425

0.017988811199102325

0.018048396457664265

0.018068764528258868

0.26

0.018136796924117186

0.018219044072905363

0.018257854392258223

0.018244644037600392

0.28

0.01817160451547047

0.018234847881329543

0.01824144498721645

0.0181796778804487

0.3

0.018000000000000002

0.018033329941199296

0.01799329284508394

0.017863841832018546

0.32

0.017621397901415196

0.01761108516273865

0.01750601115184083

0.017283965869223775

0.34

0.017034961383382508

0.016963492059862983

0.01676938780103925

0.01642127123219384

0.36

0.016238993072232033

0.01608350514695838

0.015768023776584646

0.015246644810235351

0.38

0.01522986399589088

0.014959439867894445

0.014476711530703625

0.013710494299602085

0.4

0.013999999999999999

0.013570540272930864

0.012850271986011196

0.01171705386826883

0.42

0.0125337458088155

0.011876968911917106

0.010796949053973054

0.009038446614441894

0.44

0.01079773507114648

0.009792629184223911

0.00808429873205659

0.004762303990658226

0.46

0.00871365151166069

0.007082792711530712

0.0036127260699654134

0.48

0.006048

0.0023326103040066212

0.5

0.0
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Polyederkissen Typ II

s

t

V

Solver:

0.19295524870174627

0.3982123217583579

0.020518376229960736

0.1641470098396859

s\t

0.02

0.004316834003261792

0.004543018683821184

0.004609777777777779

0.004633

0.004607999999999999

0.04

0.007375080231867795

0.008227634331578306

0.008478222222222224

0.008564

0.008464000000000001

0.06

0.009336355014048944

0.011137186337711717

0.011664

0.011840999999999999

0.011616

0.08

0.010362274678036179

0.013355014096661776

0.01422577777777778

0.014512

0.014111999999999998

0.1

0.014964457002868829

0.016222222222222225

0.016625

0.016000000000000004

0.12

0.01604885445077323

0.017712

0.018227999999999998

0.017328

0.14

0.016691545834815337

0.01875377777777778

0.019368999999999997

0.018144

0.16

0.0169758705494355

0.01940622222222222

0.020096

0.018496

0.18

0.01698516798907408

0.019728

0.020457

0.018432

0.2

0.019777777777777776

0.020499999999999997

0.018

0.22

0.01961422222222222

0.020273000000000003

0.017248000000000003

0.24

0.019295999999999997

0.019823999999999998

0.016224

0.26

0.018881777777777775

0.019200999999999996

0.014975999999999998

0.28

0.018430222222222226

0.018451999999999996

0.013551999999999998

0.3

0.017625000000000002

0.012

0.32

0.016767999999999998

0.010367999999999999

0.34

0.015929

0.008703999999999998

0.36

0.015155999999999996

0.007056000000000001

0.38

0.014496999999999996

0.005472

0.4

0.003999999999999998

0.42

0.0026880000000000007

0.44

0.001584

0.46

7.359999999999994E-4

0.48

1.9200000000000033E-4

0.5

0.0

Räumlicher Füllgrad:

Vol=

0.020518376229960736

Vol'=

0.03193217734628739

Vol/Vol'=

0.642561138485795
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0.2733790252869595

0.018182907642072494

0.14546326113657995

0.01

0.0012330866419950656

0.02

0.002431385887376443

0.03

0.00359351415747872

0.04

0.0047181623541374665

0.05

0.00580409338312195

0.06

0.006850139852586953

0.07

0.00785520192823414

0.08

0.00881824532810619

0.09

0.009738299440867485

0.1

0.010614455552060439

0.11

0.01144586516316409

0.12

0.01223173838830769

0.13

0.012971342413181451

0.14

0.013664

0.15

0.014309088021254183

0.16

0.0149060360033556

0.17

0.015454324659028835

0.18

0.015953484384296744

0.19

0.016403093691943194

0.2

0.016802777548171412

0.21

0.017152205572462102

0.22

0.017451090051913663

0.23

0.017699183709990695

0.24

0.01789627715476043

0.25

0.018042195912175808

0.26

0.018136796924117186

0.27

0.0181799643564007

0.1454397148512056

0.28

0.018171604515470466

0.29

0.01811163960919423

0.3

0.018

0.31

0.017836614476968434

0.32

0.0176213979014152

0.33

0.017354235333197483

0.34

0.017034961383382504

0.35

0.01666333299993332

0.36

0.016238993072232037

0.37

0.01576142095963009

0.38

0.015229863995890882

0.39

0.014643240624943646

0.4

0.013999999999999995

0.41

0.013297912467752226

0.42

0.0125337458088155

0.43

0.011702743154206769

0.44

0.01079773507114648

0.45

0.009807522622966514

0.46

0.008713651511660692

0.47

0.007483092765249764

0.48

0.006048000000000001

0.49

0.004225379982912783

0.5

0.0

0.26

0.018136796924117186

0.261

0.018143429879415605

0.262

0.018149548378262492

0.263

0.01815515232057094

0.264

0.018160241608373387

0.265

0.018164816145763076

0.266

0.018168875838834277

0.267

0.018172420595621238

0.268

0.018175450326035864

0.269

0.018177964941804063

0.27

0.0181799643564007

0.271

0.018181448484983192

0.272

0.01818241724432363

0.273

0.018182870552739438

0.274

0.018182808330022508

0.275

0.018182230497366794

0.276

0.018181136977294243

0.277

0.018179527693579178

0.278

0.0181774025711709

0.279

0.0181747615361146

0.28

0.018171604515470466

0.281

0.018167931437230944

0.28200000000000003

0.01816374223023615

0.28300000000000003

0.018159036824087316
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r=

0.7071067811865475

alpha=

0.05602899540801381

0.05602899540801381

Füllgrad:

-1.0

0.164

0.5967831434568576

1.0

0.164

t

*pi/2 - pi/4

x

y

dx

dy

y*

dy*

V

0.0

-0.7853981633974483

6.22046807485941E-18

1.1102230246251565E-16

0.0

0.0

alpha

V

0.0125

-0.7657632093125121

0.009731266593491742

0.009913225989281682

0.009731266593491735

0.009913225989281571

0.0018906348142778235

0.0018906348142778235

4.822968013186479E-6

0.025

-0.7461282552275759

0.01928762232482402

0.02001538975917294

0.009556355731332277

0.01010216376989126

0.0051662687941260495

0.003275633979848226

2.8447338423263382E-5

-0.9

0.028

0.0375

-0.7264933011426397

0.02866538303694874

0.030302596733236598

0.00937776071212472

0.010287206974063656

0.009395244007266226

0.004228975213140177

7.74707083098676E-5

-0.8

0.053

0.05

-0.7068583470577035

0.03786093342459747

0.04077088099735854

0.00919555038764873

0.010468284264121941

0.014397926138151253

0.005002682130885026

1.5604771095454508E-4

-0.7

0.076

0.0625

-0.6872233929727672

0.046870728428050505

0.05141620682868192

0.009009795003453037

0.010645325831323382

0.020067719436922694

0.005669793298771441

2.669955686771434E-4

-0.6

0.098

0.075

-0.667588438887831

0.05569129459982486

0.06223447025145579

0.008820566171774354

0.010818263422773866

0.026331299554864577

0.006263580117941883

4.1222557509799874E-4

-0.5

0.117

0.0875

-0.6479534848028948

0.06431923144375391

0.07322150061919541

0.008627936843929054

0.010987030367739625

0.03313376544002742

0.006802465885162843

5.929756560052061E-4

-0.4

0.133

0.1

-0.6283185307179586

0.07275121272594431

0.08437306222254659

0.008431981282190401

0.011151561603351179

0.04043164306644231

0.007297877626414893

8.09957366964737E-4

-0.3

0.147

0.1125

-0.6086835766330224

0.0809839877571015

0.09568485592223147

0.008232775031157186

0.01131179369968488

0.0481890970296048

0.007757453963162485

0.0010634584369517456

-0.2

0.158

0.125

-0.5890486225480862

0.0890143826457331

0.10715252080644899

0.008030394888631595

0.011467664884217521

0.056375677257597144

0.008186580227992346

0.00135341927625632

-0.1

0.167

0.1375

-0.56941366846315

0.09683930152174365

0.11877163587208917

0.007824918876010556

0.011619115065640173

0.06496488440915893

0.008589207151561785

0.0016794928795783887

0.0

0.17300000000000001

0.15

-0.5497787143782138

0.10445572772995257

0.1305377217291145

0.007616426208208918

0.011766085857025321

0.07393320801002212

0.008968323600863193

0.002041093425213768

0.1

0.17300000000000001

0.1625

-0.5301437602932776

0.11186072499307133

0.14244624232744912

0.007404997263118759

0.011908520598334638

0.08325945475639143

0.00932624674636931

0.002437436763091345

0.175

-0.5105088062083414

0.11905143854369427

0.15449260670571346

0.0071907135506229375

0.01204636437826434

0.09292426377503239

0.00966480901864096

0.0028675748202658348

0.3

0.164

0.1875

-0.4908738521234052

0.12602509622486624

0.16667217076112678

0.006973657681171974

0.012179564055413317

0.10290974719476462

0.009985483419732225

0.003330425269078073

0.4

0.156

0.2

-0.47123889803846897

0.13277900955880148

0.17898023903989696

0.006753913333935241

0.012308068278770179

0.11319921751313186

0.010289470318367244

0.0038247973820027723

0.5

0.14400000000000002

0.2125

-0.45160394395353276

0.1393105747833432

0.19141206654740783

0.006531565224541708

0.012431827507510873

0.1237769767698961

0.010577759256764241

0.004349414727169596

0.6

0.129

0.225

-0.43196898986859655

0.14561727385576312

0.20396286057750446

0.00630669907241993

0.012550794030096624

0.1346281507891369

0.010851174019240795

0.004902935179749895

0.7

0.112

0.2375

-0.41233403578366035

0.1516966754235154

0.21662778256017307

0.006079401567752274

0.012664921982668609

0.14573855696555968

0.011110406176422782

0.0054839686028543555

0.25

-0.39269908169872414

0.15754643576156918

0.22940194992690155

0.005849760338053789

0.012774167366728484

0.1570945974683284

0.011356040502768727

0.006091092467161781

0.9

0.064

0.2625

-0.37306412761378793

0.1631642996759587

0.24228043799300253

0.005617863914389509

0.01287848806610098

0.16868317201000976

0.011588574541681357

0.00672286561884109

0.275

-0.35342917352885167

0.1685481013732039

0.2552582818561735

0.0053838016972452

0.012977843863170968

0.18049160588676005

0.01180843387675029

0.007377840362604817

0.2875

-0.3337942194439156

0.17369576529526534

0.26833047831056034

0.005147663922061452

0.013072196454386842

0.19250759008646634

0.012015984199706287

0.008054572995838529

0.3

-0.3141592653589793

0.17860530691971066

0.2814919877755895

0.004909541624445318

0.013161509465029142

0.2047191310390198

0.012211540952553473

0.00875163290727514

0.3125

-0.2945243112740431

0.18327483352478632

0.2947377362388214

0.004669526605075663

0.013245748463231899

0.21711450814646197

0.012395377107442151

0.009467610337293817

0.325

-0.2748893571891069

0.18770254491909769

0.30806261721207895

0.004427711394311362

0.013324880973257569

0.22968223764546722

0.012567729499005253

0.010201122884995983

0.3375

-0.2552544031041707

0.1918867341356166

0.3214614937000964

0.004184189216518919

0.013398876488017464

0.24241104166397243

0.012728804018505208

0.010950820838589283

0.35

-0.23561944901923448

0.19582578808975074

0.3349292001809283

0.003939053954134131

0.013467706480831898

0.25528982156737406

0.012878779903401638

0.011715391399461147

0.3625

-0.21598449493429828

0.1995181882012172

0.34846054459735687

0.0036924001114664595

0.013531344416428559

0.26830763486811143

0.013017813300737369

0.012493561866034378

0.375

-0.19634954084936207

0.20296251097948514

0.3620503103585285

0.0034443227782679497

0.013589765761171657

0.2814536751100481

0.013146040241936663

0.013284101840611412

0.3875

-0.17671458676442586

0.20615742857255778

0.3756932583510494

0.003194917593072638

0.01364294799252086

0.29471725424616757

0.013263579136119474

0.01408582452058869

0.4

-0.15707963267948966

0.20910170927888505

0.38938412895876284

0.002944280706327268

0.013690870607713457

0.30808778711211954

0.013370532865951967

0.014897587134393668

0.4125

-0.13744467859455345

0.21179421802220752

0.40311764409043216

0.0026925087433224693

0.013733515131669316
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